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Objetivo

Entender, mediante un enfoque de Campo Medio, el rol de las
simetrias (y su aprovechamiento) en el entrenamiento de Redes
Neuronales Sobreparametrizadas.

Simetrias en NNs: MF View



- fefn Indice

@ Aprendizaje Supervisado con Redes Neuronales
@ Teoria Mean Field de Redes Neuronales
Shallow NNs
Caso Multicapa
© Aprovechamiento de Simetrias con NNs
Datos Equivariantes
Técnicas de Aprovechamiento de Simetrias
© Simetrias en modelos de shallow NNs
Simetrias para shallow NNs
Estudio de Medidas Simétricas
Aprovechamiento de Simetrias
@ Simetrias en la Dindmica de Entrenamiento
Dinamica de Entrenamiento
Dinamica bajo Aprovechamiento de Simetrias
@ Conclusiones y Trabajo Futuro

Simetrias en NNs: MF View 25 de marzo de 2024 3/39

[m]

=)



Aprendizaje Supervisado con Redes Neuronales
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Problema (genérico) de aprendizaje supervisado

Dados espacios X e ), y una ley m € P(X x )). iid.
Suponemos que nos llegan datos de la forma: (m 7Pe"°)
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- ffm Problema (genérico) de aprendizaje supervisado

Dados espacios X e ), y una ley m € P(X x ).
Suponemos que nos llegan datos de la forma:

Problema de Aprendizaje Supervisado

= Conjunto Hipétesis: F C M(X,))

= Funcién de pérdida: £: Y x Y — R,.

= Riesgo de Poblacién: R(f) =E,[¢(f(X),Y)]
Nos interesa resolver: mingcx R(f).

i.e. encontrar un modelo en F que generalice bien.
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- ffm Problema (genérico) de aprendizaje supervisado

Dados espacios X e ), y una ley m € P(X x ).
Suponemos que nos llegan datos de la forma:

Problema de Aprendizaje Supervisado

= Conjunto Hipétesis: F C M(X,))

= Funcién de pérdida: £: Y x Y — R,.

= Riesgo de Poblacién: R(f) =E.[¢(f(X), Y)]
Nos interesa resolver: mingcx R(f).

i.e. encontrar un modelo en F que generalice bien.

En general, no tenemos acceso a 7, tan solo a una muestra i.i.d. 5= (Xx, Yi)7_;.

Aproximamos usando el riesgo empirico Rs(f) = Lsm 0(F(Xk), Ye)
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- ffm Problema (genérico) de aprendizaje supervisado

Dados espacios X e ), y una ley m € P(X x ).
Suponemos que nos llegan datos de la forma:

Problema de Aprendizaje Supervisado

= Conjunto Hipétesis: F C M(X,))

= Funcién de pérdida: £: Y x Y — R,.

= Riesgo de Poblacién: R(f) =E,[¢(f(X),Y)]
Nos interesa resolver: mingcx R(f).

i.e. encontrar un modelo en F que generalice bien.

En general, no tenemos acceso a 7, tan solo a una muestra i.i.d. 5= (Xx, Yi)7_;.

Aproximamos usando el riesgo empirico Rs(f) =L M 0(F(Xk), Yi)

T m

Es importante que F sea suficientemente robusto para aprender sin memorizar.

[} [ = ==
Aprendizaje Supervisado con Redes Neuronales 25 de marzo de 2024
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Red Neuronal Multicapa (Fully Connected)
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Teoria Mean Field de Redes Neuronales

Introducido por Mei u. a. (2018), Sirignano und Spiliopoulos (2018),
Rotskoff und Vanden-Eijnden (2022) y Chizat und Bach (2018);
profundizado en: Mei u. a. (2019), Sirignano und Spiliopoulos (2019),
Chen u.a. (2022b), Bortoli u. a. (2020), Descours u.a. (2023), Hu u. a.
(2020), Chizat (2022), Chen u.a. (2022a) y Nitanda u.a. (2022).
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Teoria Mean Field de Shallow NNs
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Modelo de NN con 1 capa oculta: o4 (x;6;) = w,-a(a,-Tx+ bi),y 0; = (w;,a;,b;) € Z.
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eoria Mean Field de Shallow NNs
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. fefn Teoria Mean Field de Shallow NNs

Sea 0, : X x Z — Y la activacién/unidad.
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. fefn Teoria Mean Field de Shallow NNs

Sea 0, : X x Z — Y la activacién/unidad.

Modelo de Shallow NN (N, (Z2))
Para NeNy 0= (6;) 1E(Z)N' es O X — Y

Vx € X, O (x) := Za*xﬁ)

Permite describir diferentes settings (e.g. RBF networks).
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. fefn Teoria Mean Field de Shallow NNs

Sea 0, : X x Z — Y la activacién/unidad. ) z )

/| ooe(x,01) [\
Modelo de Shallow NN (N, (Z)) K \
Para NeNy 0= (6;) 1E(Z)N' es O X — Y

o4(x,0})
Vx € X, O (x) := Za*xﬁ)
X

\ - y

Permite describir diferentes settings (e.g. RBF networks). L] oulxtn) }
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. fefn Teoria Mean Field de Shallow NNs

Sea 0, : X x Z — Y la activacién/unidad. ) z )

/| ooe(x,01) [\
Modelo de Shallow NN (\,_(Z)) K \
Para NeNy 0= (6;) 1E(Z)N' es O X — Y

o4(x,0})
Vx € X, O (x) := Za*xﬁ)
X

\ : y

Permite describir diferentes settings (e.g. RBF networks). L] oulxtn) }

N

1
Equivalentemente, es una integral contra v} = NZJ(;,. D oN(x) =

i=1

(o (xi), 1)
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. fefn Teoria Mean Field de Shallow NNs

Sea 0, : X x Z — Y la activacién/unidad.

Modelo de Shallow NN (N, (Z2)) '
Para NeNy 0= (6;) 1E(Z)N' es O X — Y
Vx € X, O (x) := Za*xﬁ)

X

\

\
Permite describir diferentes settings (e.g. RBF networks). \

U*(X791)
U*(X7‘9i)

o (x,0n) )

———
==

N

1
Equivalentemente, es una integral contra v} = NZJ(;,. ol (x) =

i=1

(o (xi), 1)

Espacio de Barron: F,, (M°(2))={f: X = Y |Iye M>(2), f = (0,,7)}
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. fefn Teoria Mean Field de Shallow NNs

Sea 0, : X x Z — Y la activacién/unidad. ) z )

/| ooe(x,01) [\
Modelo de Shallow NN (N, (Z)) K \
ParaNENyQ—(G),IE(Z)N'es¢éV'X—>y: :

o4(x,0})
Vx € X, O (x) := Za*xﬁ)
X

. Yy

Permite describir diferentes settings (e.g. RBF networks). L] oulxtn) }

N
1
Equivalentemente, es una integral contra v} = NZJ(;,. C ON(x) = (0w (x;4), )
i=1

Espacio de Barron: F,, (M°(2))={f: X = Y |Iye M>(2), f = (0,,7)}

Teorema (Universalidad) (C'89,H’89,B'93,RVE’18)
Bajo (C.T.), F,,(M?>(2)) es subespacio lineal denso de [>(X,);7x). J
o <D = = = IS
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. fefn Teoria Mean Field de Shallow NNs

Sea 0, : X x Z — Y la activacién/unidad. ) z )

/| ooe(x,01) [\
Modelo de Shallow NN (N, (Z)) K \
ParaNENyQ—(G),IE(Z)N'es¢éV'X—>y: :

o4(x,0})
Vx € X, O (x) := Za*xﬁ)
X

. Yy

Permite describir diferentes settings (e.g. RBF networks). L] oulxtn) }

N
1
Equivalentemente, es una integral contra v} = NZJ(;,. C ON(x) = (0w (x;4), )
i=1

Espacio de Barron: F,, (M°(2))={f: X = Y |Iye M>(2), f = (0,,7)}

Corolario (Universalidad) (C'89,H’89,B’93,RVE’18)
[(C.T.) + mx de soporte compacto] = A, (Z) denso en L2(X, ;7). J
=) = = = = 9ao
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. fefn Teoria Mean Field de Shallow NNs

minge zn Ex[(®) (X), Y)]
Altamente complejo y no convexo.
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. fefn Teoria Mean Field de Shallow NNs

minge zn Ex[((®Y (X), V)] Recordando: ¢é\l = (U*,Vév> € F..(P(2))
Altamente complejo y no convexo.
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. fefn Teoria Mean Field de Shallow NNs

minge zn Ex[((®Y (X), V)] Recordando: ¢é\l = (U*,Vév> € F..(P(2))
Altamente complejo y no convexo. . L,
Convexificacion del problema
Podemos definir (para ¢ convexo):
R(:U’) = Eﬂ’[é((U*(X’ )a/'L>7 Y)]
con lo que min,cp(z) R(11) es convexo.
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. fefn Teoria Mean Field de Shallow NNs

minge zn Ex[((®Y (X), V)] Recordando: ¢év = (U*,Vév> € F..(P(2))
Altamente complejo y no convexo. . L,
Convexificacion del problema
Podemos definir (para ¢ convexo):
R(:u) = Eﬂ’[g((U*(Xa )aM)? Y)]
con lo que min,cp(z) R(11) es convexo.

ademis | inf R (UNY = inf R(u)| < <5
(Hrss19) | [, (0) LEPo(Z) (1)] < N
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Teoria Mean Field de Shallow NNs

minge zn Ex[((®Y (X), V)] Recordando: ¢é\l = (U*,Vév> € F..(P(2))
Altamente complejo y no convexo.

Universalidad + (Z(y,)“/) = Hy—)A/H%;)]

Convexificacion del problema
Podemos definir (para ¢ convexo):

R(:u) = Eﬂ’[g((U*(Xa )aM)? Y)]
con lo que min,cp(z) R(11) es convexo.

Ademas H N i -
o) | iInf R(l/)— inf R <+
(Hrss'19) | 17, 0 LEP(Z) (W= N
Lema 2 [ inf R(u)= inf R(f)=: R*:|
HEP(Z) feM(x,y)
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- ffm Teoria Mean Field de Shallow NNs

minge zn Ex[(®) (X), Y)] Recordando: ¢(I9V = (U*,Vév> € Fo.(P(2))
Altamente complejo y no convexo. . L,
Convexificacion del problema
Podemos definir (para ¢ convexo):
R(:u) = Eﬂ’[g((U*(Xa )aM)? Y)]
con lo que min,cp(z) R(11) es convexo.

Ademis, s N I'e te

oy | inf R(l/)— inf R < —

(HRSS0) | pezn - \ 70 ) epo(2) ()] = N

Uni I'dd+(£ 9) = —“2”5—"‘_3:2;& inf R(u)= inf R(f)=:Rs
niversalida W9 =lly-7lly L (1) real, ) ()

i Cémo se encuentra ese éptimo (en la practica) con el entrenamiento de la NN?

o id.
iSélo disponemos de muestras (Xx, Yi)ken ~ 7 !

o = = =) Z|= Dac
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Teoria Mean Field de Shallow NNs

Stochastic Gradient Descent (SGD)

* Inicializacién: (69)Y s po € P2(Z)

= VkeN,Vie{l,...,N} se itera:

9;(+1

K —sp 0L0(0 (Xk), Yi) Vi, (0 (Xk: 6F))

Donde s,’(v = ens(kep) es el learning rate, con
ey >0y ¢: Ry — Ry una funcién regular.
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Teoria Mean Field de Shallow NNs

Stochastic Gradient Descent (SGD)

* Inicializacién: (69)Y s po € P2(Z)

= VkeN,Vie{l,...,N} se itera:

05t = 0F — s 010(®h (Xi), Yi) Ve, (04 (Xk: 65))

Donde s,’(v = ens(kep) es el learning rate, con
ey >0y ¢: Ry — Ry una funcién regular.

v

Se podria incluir también minibatches, una penalizacién e incluso ruido gaussiano.
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Teoria Mean Field de Shallow NNs

Stochastic Gradient Descent (SGD)

* Inicializacién: (69)Y s po € P2(Z)

= VkeN,Vie{l,...,N} se itera:

05t = 0F — s 010(®h (Xi), Yi) Ve, (04 (Xk: 65))

Donde s,’(v = ens(kep) es el learning rate, con
ey >0y ¢: Ry — Ry una funcién regular.

v

Se podria incluir también minibatches, una penalizacién e incluso ruido gaussiano.

iCémo se relaciona con R(f1)?
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Teoria Mean Field de Shallow NNs

Stochastic Gradient Descent (SGD)

* Inicializacién: (69)Y s po € P2(Z)

= VkeN,Vie{l,...,N} se itera:

05t = 0F — s 010(®h (Xi), Yi) Ve, (04 (Xk: 65))

Donde s,’(v = ens(kep) es el learning rate, con
ey >0y ¢: Ry — Ry una funcién regular.

v

Se podria incluir también minibatches, una penalizacién e incluso ruido gaussiano

i Cémo se relaciona con R( )7 — Se estudia la evolucién de I/,,(V = Vek = Z(Sak
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Teoria Mean Field de Shallow NNs
Stochastic Gradient Descent (SGD)

* Inicializacién: (69)Y s po € P2(Z)
= VkeN,Vie{l,...,N} se itera:
OF T = 0f — s 016(® (Xi), Vi) Ve, (0(Xi: 0F))

Donde s,I(V = ens(kep) es el learning rate, con
ey >0y ¢: Ry — Ry una funcién regular.

v

Se podria incluir también minibatches, una penalizacién e incluso ruido gausstano

Zaek

i Cémo se relaciona con R( )7 — Se estudia la evolucién de I/,I(V = Vek =

Teorema (Propagacién de Caos) (MMN'18,55'18,CB'18,RVE’18)

(”ﬁ/ewj)te[oﬂ === ()ee,r) e Drm(z)([0, T])

donde (pt)¢>0 satisface el Flujo de Gradiente de Wasserstein del riesgo R

v

=] =) = = DAl
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. fefn Limite Mean Field de Shallow NNs

Flujo de Gradiente de Wasserstein (WGF) de un funcional R: P>(Z) — R

Es cualquier trayectoria (pt)epo, 77 € P2(Z) que (débilmente) satisface:
Oepur = <(t)divg (DuR(Nta ie)

Donde D, R(p,0) = Vg‘g—':(uﬁ) es la derivada intrinseca de R
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. fefn Limite Mean Field de Shallow NNs

Flujo de Gradiente de Wasserstein (WGF) de un funcional R: P>(Z) — R

Es cualquier trayectoria (pt)epo, 77 € P2(Z) que (débilmente) satisface:
Oepur = <(t)divg (DuR(Nta ie)

Donde D, R(p,0) = Vgg—':(uﬁ) es la derivada intrinseca de R

= Oipr = =V, F(pr)

probability mass

%

- \Y
Coop, i 2’\
Hate 5 ,;\\9

Simetrias en NNs: MF View Teoria Mean Field de Redes Neuronales



. fefn Limite Mean Field de Shallow NNs

Flujo de Gradiente de Wasserstein (WGF) de un funcional R: P>(Z) — R

Es cualquier trayectoria (pt)epo, 77 € P2(Z) que (débilmente) satisface:
Orpue = 5(t) divg (DuR(pe, - )

Donde D, R(p,0) = Vg‘g—':(u,t?) es la derivada intrinseca de R

= Oipr = =V, F(pr)

probability mass

<

O@/

El WGF equivale a la SDE no lineal: dZ; = —¢(t) D, R(p¢, Z¢)dt con

ur = Ley(Z;). Esta es la llamada dindmica de McKean-Vlasov.
o =) = =, == Dae
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. fefn Limite Mean Field de Shallow NNs

Teorema (Convergencia al Optimo SIN ruido) (CB’18)
Sea (ut)e>0 €l WGF de R. Bajo (C.T.), si Wa(pt, ptoo) ——=2 0, entonces:

R(ps) = min R
(Hoo) Lo ()

i.e. El entrenamiento converge al 6ptimo global del problema! (cuando converge)
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. fefn Limite Mean Field de Shallow NNs

Teorema (Convergencia al Optimo SIN ruido) (CB’18)
Sea (ut)e>0 €l WGF de R. Bajo (C.T.), si Wa(pt, ptoo) ——=2 0, entonces:
R(poc) = min R(u)

HeEP(Z)
i.e. El entrenamiento converge al 6ptimo global del problema! (cuando converge)

Riesgo Regularizado: R™% (1) = R(u)—H-/rd;H—ﬁH,\(u) (r,8>0,r: ZR).

Noisy SGD: 0/ = 0f — s (91L(®Y (Xi), Yie) Vo, (0 (Xi: 0F)) + 7V, r(0F)) + 1/ 28seF
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. fefn Limite Mean Field de Shallow NNs

Teorema (Convergencia al Optimo SIN ruido) (CB’18)
Sea (ut)e>0 €l WGF de R. Bajo (C.T.), si Wa(pt, ptoo) ——=2 0, entonces:

R(ps) = min R
(Hoo) Lo ()

i.e. El entrenamiento converge al 6ptimo global del problema! (cuando converge)

Riesgo Regularizado: R™% (1) = R(u)—H-/rd;H—ﬁH,\(u) (r,8>0,r: ZR).
Noisy SGD: 0/ = 0f — s (91L(®Y (Xi), Yie) Vo, (0 (Xi: 0F)) + 7V, r(0F)) + 1/ 28seF

Teorema (Convergencia al Optimo) (MMN’18,HRSS’19,CRW’22)
Sea (1u¢)e>0 el WGF de R™ y ' su (Gnico) minimo. Bajo (C.T.):

Wa(pue, ) —=0 ( y Ha(e||nl?) oo 0)
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. fefn Limite Mean Field de Shallow NNs

Teorema (Convergencia al Optimo SIN ruido) (CB’18)
Sea (ut)e>0 €l WGF de R. Bajo (C.T.), si Wa(pt, ptoo) ——=2 0, entonces:

R(poc) = Lo R(w)

i.e. El entrenamiento converge al 6pt|mo global del problema! (cuando converge)

Riesgo Regularizado: R™% (1) = R(u)—H-/rd;H—ﬂH,\(u) (r,8>0,r: ZR).
Noisy SGD: 0/ = 0f — s (91L(®Y (Xi), Yie) Vo, (0 (Xi: 0F)) + 7V, r(0F)) + 1/ 28seF

Teorema (Convergencia al Optimo) (MMN’18,HRSS’19,CRW’22)
Sea (1u¢)e>0 el WGF de R™ y ' su (Gnico) minimo. Bajo (C.T.):

Wa (e, ] )%0 (yHA(utHuI’ﬁ)mo)

Prop. 10 (HRSS'lQ):RZ’ﬁ l-converge a R con 7,51 0; y: I,ém R(uy ﬁ)— |'nf( )R(u)
€eP2(Z
=] =1 = = El= Dae
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Caso Multica

Diferencias con el caso de 1 capa (SS’'19,A0Y’19,NTP’20)
= Pardmetros no son estadisticamente independientes.

= Unidad basica son los caminos de pesos en la red.
= Dificultades: scalings distintos entre capas ocultas y extremas.

(Se han resuelto con random features y/o usando learning rates especificos)

=] =1 = = El= Dae
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Caso Multicapa

Diferencias con el caso de 1 capa (SS’'19,A0Y’19,NTP’20)

= Pardmetros no son estadisticamente independientes.
= Unidad basica son los caminos de pesos en la red.

= Dificultades: scalings distintos entre capas ocultas y extremas.
(Se han resuelto con random features y/o usando learning rates especificos).

1 2 3 1
2 G # G 3 O =

1
F) 2

Layer L Layer L+1

Simetrias en NNs: MF View Teoria Mean Field de Redes Neuronales 25 de marzo de 2024



Caso Multicapa

Diferencias con el caso de 1 capa (SS’'19,A0Y’19,NTP’20)

= Pardmetros no son estadisticamente independientes.
= Unidad basica son los caminos de pesos en la red.

= Dificultades: scalings distintos entre capas ocultas y extremas.
(Se han resuelto con random features y/o usando learning rates especificos).

Layer L Layer L+1

Layer o Layer 1 Layer 2

Figura: Caminos de pesos en una arquitectura de NN fully-connected

El estudio del caso multicapa se realizara como trabajo futuro.
o = = =) E= DAl
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Aprovechamiento de Simetrias con NNs

Contexto de Geometric Deep Learning (review en Bronstein u.a. (2021));
también influencias de Lyle u. a. (2020),Chen u. a. (2020), Elesedy und
Zaidi (2021), Finzi u.a. (2021) y Flinth und Ohlsson (2023).
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Datos Equivariantes

Digamos que hay un grupo G de simetrias que actua sobre X,)Y y Z.
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- ffm Datos Equivariantes

Digamos que hay un grupo G de simetrias que actua sobre X,)Y y Z.
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Datos Equivariantes

Digamos que hay un grupo G de simetrias que actuia sobre X,) y Z

Figura: Imagen de Perro bajo la accién de G = D,

Consideraremos G compacto y que actia via representaciones ortogonales (G C. X).
Simetrias en NNs: MF View
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- ffm Datos Equivariantes

Sea GC, X, GC Yy Gy 2.
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- ffm Datos Equivariantes

Sea GC, X, GC Yy Gy 2.

fa) €y po-f(@) €Y
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- ffm Datos Equivariantes

Sea GC, X, GC Yy Gy 2.
Funciones G-Equivariantes

f: X — )Y es G—equivariante si
VgeG: fopg=pgof

Si p=id , f se dice G-invariante.

fa) €y po-f(@) €Y
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- ffm Datos Equivariantes

Sea GC, X, GC Yy Gy 2.
Funciones G-Equivariantes

f: X — )Y es G—equivariante si
VgeG: fopg=pgof

Si p=id , f se dice G-invariante.

4

‘ fiX=Y ‘
Medidas G-invariantes, M¢(Z2)
peM(Z2) tq: Vge G, Mg#p=np )

Ko occ o

fa) €y po-f(@) €Y
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- ffm Datos Equivariantes

Sea GC, X, GC Yy Gy 2.
Funciones G-Equivariantes

f: X — )Y es G—equivariante si
VgeG: fopg=pgof

Si p=id , f se dice G-invariante.

4

‘ fiX=Y ‘
Medidas G-invariantes, M¢(Z2)
peM(Z2) tq: Vge G, Mg#p=np )

Ko s<¢ =
Datos G-equivariantes: m € PC(X x )).

. d R
fl@) €y py-f(z) €Y i.e. Vg € G, (X,Y) @ (pg-X,pg-Y)
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- ffm Datos Equivariantes

Sea GC, X, GC Yy Gy 2.
Funciones G-Equivariantes

f: X — )Y es G—equivariante si

VgeG: fopg=pgof

oo € Si p=id , f se dice G-invariante.

4

‘ fiX=Y ‘
Medidas G-invariantes, M¢(Z2)
peM(Z2) tq: Vge G, Mg#p=np )

X

Ko s<¢ =
Datos G-equivariantes: m € PC(X x )).

. d R
fl@) €y py-f(z) €Y i.e. Vg € G, (X,Y) @ (pg-X,pg-Y)

Prop. 13: [7r € PE(X x y)} = [f* :=E,[Y|X =] G-equivariante Tx-c.s.]
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- ffm Datos Equivariantes

Sea GC, X, GC Yy Gy 2.
Funciones G-Equivariantes

f: X — )Y es G—equivariante si

VgeG: fopg=pgof

P T Sip=id, f se dice G-invariante. |

‘ fiX=Y ‘
Medidas G-invariantes, M¢(Z2)
peM(Z2) tq: Vge G, Mg#p=np )

X

Ko s<¢ =
Datos G-equivariantes: m € PC(X x )).

. d R
fl@) €y po-f(z) €Y i.e. Vg € G, (X,Y) @ (pg-X,pg-Y)

Prop. 13: [7r € PE(X x y)} = [f* :=E,[Y|X =] G-equivariante Tx-c.s.]

i Cémo aprovechamos esta simetria para construir mejores modelos de aprendizaje?
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- ffm Técnicas de Aprovechamiento de Simetrias

Data Augmentation (DA)

Se optimiza una versién simetrizada del riesgo de poblacién:
RG(f):/G]Eﬂ[é(f(pg.X),ﬁg.Y)]dAg(g)

= Promueve un modelo final G-equivariante, pero no lo garantiza.

= NO simplifica la red en cuestién (ineficiente en pardmetros).
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Técnicas de Aprovechamiento de Simetrias

Data Augmentation (DA)

Se optimiza una versién simetrizada del riesgo de poblacién:
RG(f):/GEﬂ[E(f(pg.X),ﬁg.Y)]d)\G(g)

= Promueve un modelo final G-equivariante, pero no lo garantiza.

= NO simplifica la red en cuestién (ineficiente en pardmetros).

pc-Y
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- ffm Técnicas de Aprovechamiento de Simetrias

Operador Simetrizacién: Proyeccidn ortogonal a las funciones G-equivariantes.

Q: [2(X,Vimx) = L2(X, Vi mx) dado por: (QF)(x) = /G P F(pgx)dAc(g)
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- ffm Técnicas de Aprovechamiento de Simetrias

Operador Simetrizacién: Proyeccidn ortogonal a las funciones G-equivariantes.
Q: L2(X,Vimx) = Lg(X,V;mx) dado por: (Qf)(x) Z/ﬁgl-f(/)g-x)d)\c(g)
G

Feature Averaging (FA)

Se optimiza la versién simetrizada del modelo original: ff = Qf.
Asegura un modelo equivariante, pero no lo simplifica y es caro de implementar.
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- ffm Técnicas de Aprovechamiento de Simetrias

Operador Simetrizacién: Proyeccidn ortogonal a las funciones G-equivariantes.
Q' [2(X,V;mx) = LA(X, Vi) dado por: (QF)(x) = / p5 ' F(pgx)dAc(e)
G

Feature Averaging (FA)

Se optimiza la versién simetrizada del modelo original: ff = Of.
Asegura un modelo equivariante, pero no lo simplifica y es caro de implementar.

flpa-X)  pg' f(pa-X)
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- ffm Técnicas de Aprovechamiento de Simetrias

Operador Simetrizacién: Proyeccidn ortogonal a las funciones G-equivariantes.
Q: [2(X,V;mx) = LA(X,Y;mx) dado por: (QF)(x) = / P71 F(pg-x)dAa(e)
G
Feature Averaging (FA)

Se optimiza la versién simetrizada del modelo original: ff = Of.

Asegura un modelo equivariante, pero no lo simplifica y es caro de implementar.

flpa-X)  pg' f(pa-X)

5 ffAX) v
L] L] L] I
|
9 [ ° ° :
J L: Y XY —>R

i Cudl es preferible entre DA y FA? La literatura lo ha estudiado, con resultados

o
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- ffm Técnicas de Aprovechamiento de Simetrias

Arquitecturas Equivariantes de NN (EA)

Se disefa la arquitectura de la NN para aprovechar las simetrias.

Si CDQ’ =D oAjo---00M oA, se asume que Y/ € [L], G Cy Ay, y:
= Activaciones oy : X; — X, G-equivariantes (e.g. cuando son pointwise).

= Capas ‘lineales’ Ay : X;_1 — Xy G-equivariantes. i.e. Vg, A; = ( ) Ay p(z b,

Simetrias en NNs: MF View
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Técnicas de Aprovechamiento de Simetrias

Arquitecturas Equivariantes de NN (EA)

Se disefa la arquitectura de la NN para aprovechar las simetrias.

Si CDQ’ =D oAjo---00M oA, se asume que Y/ € [L], G Cy Ay, y:
= Activaciones oy : X; — X, G-equivariantes (e.g. cuando son pointwise).

= Capas ‘lineales’ Ay : Xy_1 — Xy G-equivariantes. i.e. Vg, A, = pg).Ae.pgfll).

Con (a(e))ézl fijo, basta conocer £¢ := né=1H0mG(Xg_1,X() para caracterizar las EA.
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- ffm Técnicas de Aprovechamiento de Simetrias

Arquitecturas Equivariantes de NN (EA)

Se disefa la arquitectura de la NN para aprovechar las simetrias.

Si CDQ’ =D oAjo---00M oA, se asume que Y/ € [L], G Cy Ay, y:
= Activaciones oy : X; — X, G-equivariantes (e.g. cuando son pointwise).

= Capas ‘lineales’ A, : X;_1 — X, G-equivariantes. i.e. Vg, Agfp(g) Ay p(z 1

Con (a(e )13 1 fijo, basta conocer EC = I'IZ 1Homg (X1, X,) para caracterizar las EA.

£C se caracteriza como las
convoluciones de grupo; o como
matrices que comparten parametros.

(RSP’17,KT’18,CGW’18,FWGW’21,FO"23) )
(@) 54 (b) Za (0) Z3 (@) Za = Z3
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fefrn Técnicas de Aprovechamiento de Simetrias

Arquitecturas Equivariantes de NN (EA)

Se disefa la arquitectura de la NN para aprovechar las simetrias.

Si CDQ’ =D oAjo---00M oA, se asume que Y/ € [L], G Cy Ay, y:
= Activaciones oy : X; — X, G-equivariantes (e.g. cuando son pointwise).

= Capas ‘lineales’ A, : X;_1 — X, G-equivariantes. i.e. Vg, Agfp(g) Ay p(z 1

Con (a(e )13 1 fijo, basta conocer EC = I'IZ 1Homg (X1, X,) para caracterizar las EA.

£C se caracteriza como las
convoluciones de grupo; o como
matrices que comparten parametros.

(RSP’17,KT’18,CGW’18,FWGW’21,FO"23) )
(@) 54 (b) Za (0) Z3 (@) Za = Z3

Ventaja: Modelo simplificado que es G-equivariante por construccion.
— Muy usado en la practical CNNs, Transformers, GraphNNs, LieConv, etc.

o = = =y El= 9
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fefrn Técnicas de Aprovechamiento de Simetrias

Arquitecturas Equivariantes de NN (EA)

Se disefa la arquitectura de la NN para aprovechar las simetrias.

Si CDQ’ =D oAjo---00M oA, se asume que Y/ € [L], G Cy Ay, y:
= Activaciones oy : X; — X, G-equivariantes (e.g. cuando son pointwise).

= Capas ‘lineales’ A, : X;_1 — X, G-equivariantes. i.e. Vg, Agfp(g) Ay p(z 1

Con (a(e )13 1 fijo, basta conocer EC = I'IZ 1Homg (X1, X,) para caracterizar las EA.

£C se caracteriza como las
convoluciones de grupo; o como
matrices que comparten parametros.

(RSP’17,KT’18,CGW’18,FWGW’21,FO"23) )
(@) 54 (b) Za (0) Z3 (@) Za = Z3

Desventaja: Sobre-simplificar puede hacernos perder la universalidad!
— Los modelos mas usado en la practica en general si son universales.

=] = = ==
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Simetrias en modelos de shallow NNs

Consideremos X,) y Z espacios de Hilbert separables y G un grupo
compacto tal que: GC, X, GCy Z y GCy V. Estudiaremos modelos
shallow dados por una funcién de activacion o, : X x Z =)
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ffm

Simetrias para shallow NNs

SeaEC:={0c Z : Vg€ G, My.0 =0} el subespacio de pardmetros equivariantes.
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- ffm Simetrias para shallow NNs

SeaEC:={0c Z : Vg€ G, My.0 =0} el subespacio de pardmetros equivariantes.

o
En NNs de 1 capa oculta: =
X A T & = |w er> [ g|| of ert>® |
GCpm Z, via: Mg. Wi) = ngﬂ]%w_ =
di Pgaillg

0 = (wi,aib) €2
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- ffm Simetrias para shallow NNs

SeaEC:={0c Z : Vg€ G, My.0 =0} el subespacio de pardmetros equivariantes.

En NNs de 1 capa oculta: oN| e 5 » ?
M| _ | @, e H @
A T v~ N A IR wl T |5
. w; w; i
Gom 2, vias M. () = (P '7]%'— = o ¢ ;
ai Pgailg ©
0; = (w;,a;,b;) €&°
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- ffm Simetrias para shallow NNs

SeaEC:={0c Z : Vg€ G, My.0 =0} el subespacio de pardmetros equivariantes.

En NNs de 1 capa oculta: . ~ * »
= . + |2

BN - B
GCpm Z, via: Mg. (a;) = (l;gaf;]%'—) = ; P
g3ilg

0; = (w;,a;,b;) €&°

Modelos shallow G-equivariantes (definicién)
Dado 6 = (6;).; € (2)"; es un modelo shallow ¢} = 4, Z,N:l o«(-,0;) tal que:

Vie{l,...,N}, 6; € £¢ (o, equivalentemente v}/ (£€) =1)
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- ffm Simetrias para shallow NNs

SeaEC:={0c Z : Vg€ G, My.0 =0} el subespacio de pardmetros equivariantes.

En NNs de 1 capa oculta: : s -
+ |2

GCpm Z, via: Mg. (a;) = (l;ga.':;%—) = ; ¢
g3ilg

0; = (w;,a;,b;) €&°

Modelos shallow G-equivariantes (definicién)
Dado 6 = (6;).; € (2)"; es un modelo shallow ¢} = 4, Z,N:l o«(-,0;) tal que:

Vie{l,...,N}, 6; € £¢ (o, equivalentemente v}/ (£€) =1)

Mas en general, el modelo shallow G-equivariante serd: {o.,u) con u(£¢) = 1.
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- ffm Simetrias para shallow NNs

SeaEC:={0c Z : Vg€ G, My.0 =0} el subespacio de pardmetros equivariantes.

En NNs de 1 capa oculta: ' e ° ?
M| _ | @, e H @
~ T | = N B IR A vl B
. w; w;
Gom 2, vias M. () = (P '7]% = ; o of | ®
i Pgaiflg ©
0, = (w;,a;,b;) €&F

Modelos shallow G-equivariantes (definicién)
Dado 6 = (6;).; € (2)"; es un modelo shallow ¢} = 4, Z,N:l o«(-,0;) tal que:

Vie{l,...,N}, 6; € £¢ (o, equivalentemente v}/ (£€) =1)

v

Mas en general, el modelo shallow G-equivariante serd: {o.,u) con u(£¢) = 1.

(Prop. 21) Si 0, : X x Z — )Y es (conjuntamente) G-equivariante:

Si e (EC)N, entonces ®) : X — Y es G-equivariante.
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- ffm Simetrias para shallow NNs

SeaEC:={0c Z : Vg€ G, My.0 =0} el subespacio de pardmetros equivariantes.

En NNs de 1 capa oculta: s -
+ |2

Wi n Wi T % = wy .ol e a’T
GCum Z, via: Mg. (a;) = (Zg;Zg_) = o
g dillg

0, = (w;,a;,b;) €&F

Modelos shallow G-equivariantes (definicién)
Dado 6 = (6;).; € (2)"; es un modelo shallow ¢} = 4, Z,N:l o«(-,0;) tal que:

Vie{l,...,N}, 6; € £¢ (o, equivalentemente v}/ (£€) =1)

v

Mas en general, el modelo shallow G-equivariante serd: {o.,u) con u(£¢) = 1.

(Prop. 21) Si 0, : X x Z — )Y es (conjuntamente) G-equivariante:

Si e (EC)N, entonces ®) : X — Y es G-equivariante.

La definicién es consistente y razonable! — Supondremos o« (conj.) G-equivariante.

o = = 2= 9ao
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Estudio de Medidas Simétricas

Medidas concentradas en £¢: P(£°):={v e P(2) : v(£€) =1}

Simetrias en NNs: MF View
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. fefm! Estudio de Medidas Simétricas

Medidas concentradas en £¢: P(£°):={v e P(2) : v(£€) =1}

iEs posible minimizar R: P(Z) — R G-invariante con medidas en P(£°)?
(e.g. R(p) =Ex [€({ox(X;"), 1), Y)] es G-invariante cuando ¢, 7 son G-inv. y o« G-equiv.).
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. fefm! Estudio de Medidas Simétricas

Medidas concentradas en £¢: P(£°):={v e P(2) : v(£€) =1}

iEs posible minimizar R: P(Z) — R G-invariante con medidas en P(£°)?
(e.g. R(p) =Ex [€({ox(X;"), 1), Y)] es G-invariante cuando ¢, 7 son G-inv. y o« G-equiv.).

z

Proyeccién Ortogonal a £¢ (s.e.v. de Z)

Pec: Z — EC, Peo(z /M zdX¢(g) ”

1 &t
I
)
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. fefm! Estudio de Medidas Simétricas

Medidas concentradas en £¢: P(£°):={v e P(2) : v(£€) =1}

iEs posible minimizar R: P(Z) — R G-invariante con medidas en P(£°)?
(e.g. R(p) =Ex [€({ox(X;"), 1), Y)] es G-invariante cuando ¢, 7 son G-inv. y o« G-equiv.).

Ze

Proyeccién Ortogonal a £€ (s.e.v. de Z) :
|

Pec: Z — EC, Peo(z /M zdX¢(g) ”

(Prop. 25) 11+ € := Pgc#pu es una proyeccién sobre (P,(£€), W,).

5L
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. fefm! Estudio de Medidas Simétricas

Medidas concentradas en £¢: P(£°):={v e P(2) : v(£€) =1}

iEs posible minimizar R: P(Z) — R G-invariante con medidas en P(£°)?
(e.g. R(p) =Ex [€({ox(X;"), 1), Y)] es G-invariante cuando ¢, 7 son G-inv. y o« G-equiv.).

Ze

Proyeccién Ortogonal a £€ (s.e.v. de Z) :
|

Pec: Z — EC, Peo(z /M zdX¢(g) ”

Prop. 25) 1+ €% := Pec#tu es una proyeccién sobre (P,(£€), W,).
£ p P

5L

Pero... Nada garantiza que R(MSG) < R(/,L) iBajo qué condiciones si se tiene esto?
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. fefn Estudio de Medidas Simétricas

Medidas concentradas en £¢: P(£°):={v e P(2) : v(£€) =1}

iEs posible minimizar R: P(Z) — R G-invariante con medidas en P(£°)?
(e.g. R(p) =Ex [€({ox(X;"), 1), Y)] es G-invariante cuando ¢, 7 son G-inv. y o« G-equiv.).

Ze

Proyeccién Ortogonal a £€ (s.e.v. de Z) :
|

Pec: Z — EC, Peo(z /M zdX¢(g) ”

(Prop. 25) 11+ € := Pgc#pu es una proyeccién sobre (P,(£€), W,).

5L

Pero... Nada garantiza que R(MSG) < R(/,L) iBajo qué condiciones si se tiene esto?
Contraejemplo (Prop. 35). Incluso con G finito y supp(7r) compacto...

E I: R(n) < R
n genera ml(nz) (1) er;)n(gc) (v)
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. fefn Estudio de Medidas Simétricas

Medidas concentradas en £¢: P(£°):={v e P(2) : v(£€) =1}

iEs posible minimizar R: P(Z) — R G-invariante con medidas en P(£°)?
(e.g. R(p) =Ex [€({ox(X;"), 1), Y)] es G-invariante cuando ¢, 7 son G-inv. y o« G-equiv.).

Ze

Proyeccién Ortogonal a £€ (s.e.v. de Z) :
|

Pec: Z — EC, Peo(z /M zdX¢(g) ”

(Prop. 25) 11+ € := Pgc#pu es una proyeccién sobre (P,(£€), W,).

5L

Pero... Nada garantiza que R(MSG) < R(/,L) iBajo qué condiciones si se tiene esto?
Proposicién 36 (Univ. Equivariante). Sean 7 € PS(X xY), y £ cuadratica.

[fg*('P(é’G)) universal en L%;(X,y;ﬂx)] = [ inf  R(v)=R.
veP(EC)
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. fefn Estudio de Medidas Simétricas

Medidas concentradas en £¢: P(£°):={v e P(2) : v(£€) =1}

iEs posible minimizar R: P(Z) — R G-invariante con medidas en P(£°)?
(e.g. R(p) =Ex [€({ox(X;"), 1), Y)] es G-invariante cuando ¢, 7 son G-inv. y o« G-equiv.).

z

Proyeccién Ortogonal a £¢ (s.e.v. de Z)

Pec: Z — EC, Peo(z /M zdX¢(g) ”

(Prop. 25) 11+ € := Pgc#pu es una proyeccién sobre (P,(£€), W,).

1 &t
I
)

Pero... Nada garantiza que R(MSG) < R(/,L) iBajo qué condiciones si se tiene esto?
Proposicién 36 (Univ. Equivariante). Sean 7 € PS(X xY), y £ cuadratica.

[.7-}*(73(56)) universal en L%;(X,y;ﬂx)] = [ inf R(v)=R.
veEP(EC)

iDénde es natural esperar soluciones sabiendo que 7 es G—|nvar|ante7
o (w1 =

-
ut
<

N

o

K

Simetrias en NNs: MF View Simetrias en modelos de shallow NNs 25 de marzo de 2024



e

Estudio de Medidas Simétricas

Medidas G-invariantes:

PC(2):={uecP(2) : Vg€ G, Me#pu=p}

Simetrizacion: MHMGZZ/(Mg#M)dAg(g)
G

=] =
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. fefm! Estudio de Medidas Simétricas

Medidas G-invariantes:

PC(2):={uecP(2) : Vg€ G, Me#pu=p}

Simetrizacion: uHuG::/(Mg#u)dAg(g)
G
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. fefm! Estudio de Medidas Simétricas

Medidas G-invariantes:

PC(2):={uecP(2) : Vg€ G, Me#pu=p}

Simetrizacion: uHuG::/(Mg#u)dAg(g)
G

(Lema 13 y Prop. 26) estudian las propiedades de P¢(Z) y P(E€) (y su relacién).
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. fefm! Estudio de Medidas Simétricas

Medidas G-invariantes:

PC(2):={uecP(2) : Vg€ G, Me#pu=p}

Simetrizacion: uHuG::/(Mg#u)dAg(g)
G

(Lema 13 y Prop. 26) estudian las propiedades de P¢(Z) y P(E€) (y su relacién).

Proposicion 32 (Desigualdad de Jensen). Sea {us}ses CP(Z) y A€ P(S).

[ R convexa y '] = [ ( / 1sdA(s )g /5 R(us)d)\(s)]
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. fefm! Estudio de Medidas Simétricas

Medidas G-invariantes:

PC(2):={uecP(2) : Vg€ G, Me#pu=p}

Simetrizacion: uHuG::/(Mg#u)dAg(g)
G

(Lema 13 y Prop. 26) estudian las propiedades de P¢(Z) y P(E€) (y su relacién).

Proposicion 32 (Desigualdad de Jensen). Sea {us}ses CP(Z) y A€ P(S).

[ R convexa y '] = [ ( / 1sdA(s )g /5 R(us)d)\(s)]

En particular, si R es G-invariante, R(1%) < R(p).
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. fefn Estudio de Medidas Simétricas

Medidas G-invariantes:

PC(2):={uecP(2) : Vg€ G, Me#pu=p}

Simetrizacion: MHMG::/(Mg#u)dAg(g)
G

(Lema 13 y Prop. 26) estudian las propiedades de P¢(Z) y P(E€) (y su relacién).

Proposicion 32 (Desigualdad de Jensen). Sea {us}ses CP(Z) y A€ P(S).

[ R convexa y '] = [ ( / 1sdA(s )g /5 R(us)d)\(s)]

En particular, si R es G-invariante, R(1%) < R(p).

(Cor. 8) [ R convexa, C'y G—invariante} = Le?l;nt(Z) R(u) = 62’3'((2) R(w)
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Estudio de Medidas Simétricas

Sea que la proyeccién p: Z — G\ Z admite una seccién s: G\ Z — Z medible.
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. fefm! Estudio de Medidas Simétricas

Sea que la proyeccién p: Z — G\ Z admite una seccién s: G\ Z — Z medible.

Proposicién 28 (Teo. de Descomposicién Ergédica; PC(2) = P(G\2))

W :PC(2) = P(G\Z) dado por W(u) = p#u es biyeccion bimedible
Su inversa esta dada por W~1(77) = (s#7i)¢ (Teo. Desc. Ergédica).
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. fefm! Estudio de Medidas Simétricas

Sea que la proyeccién p: Z — G\ Z admite una seccién s: G\ Z — Z medible.

Proposicién 28 (Teo. de Descomposicién Ergédica; PC(2) = P(G\2))

W :PC(2) = P(G\Z) dado por W(u) = p#u es biyeccion bimedible
Su inversa esta dada por W~1(77) = (s#7i)¢ (Teo. Desc. Ergédica).

X = R| G = 50(2)
/-\

>
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. fefm! Estudio de Medidas Simétricas

Sea que la proyeccién p: Z — G\ Z admite una seccién s: G\ Z — Z medible.

Proposicién 28 (Teo. de Descomposicién Ergédica; PC(2) = P(G\2))

W :PC(2) = P(G\Z) dado por W(u) = p#u es biyeccion bimedible
Su inversa esta dada por W~1(77) = (s#7i)¢ (Teo. Desc. Ergédica).

X =R3

v
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. fefm! Estudio de Medidas Simétricas

Sea que la proyeccién p: Z — G\ Z admite una seccién s: G\ Z — Z medible.

Proposicién 28 (Teo. de Descomposicién Ergédica; PC(2) = P(G\2))

W :PC(2) = P(G\Z) dado por W(u) = p#u es biyeccion bimedible
Su inversa esta dada por W~1(77) = (s#7i)¢ (Teo. Desc. Ergédica).

X =R
= Proposicion 34 (Reduccién a G\ 2)
(G\) inf R(u)=_inf R((s#m)°
: Lt R()=__inf | R(s#7)°)
Basta buscar una medida sobre G\ Z
G = 502 < >
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. fefn Estudio de Medidas Simétricas

Sea que la proyeccién p: Z — G\ Z admite una seccién s: G\ Z — Z medible.

Proposicién 28 (Teo. de Descomposicién Ergédica; P¢(2) = P(G\Z))

W :PC(2) = P(G\Z) dado por W(u) = p#u es biyeccion bimedible
Su inversa esta dada por W~1(77) = (s#7i)¢ (Teo. Desc. Ergédica).

X =R
= Proposicion 34 (Reduccién a G\ 2)
(G\X) inf  R(u)=__ inf R((s#Rm)®
< > HEPC(Z2) (k) iEP(G\2) ((s#7)")
Basta buscar una medida sobre G\ Z
G = 50(2) < >
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Aprovechamiento de Simetrias

(Prop. 38) [VI/ e PC(2), (04,v) es G—equiv.} y {V,u, O{ox, ) = (o*,uG)]
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- ffm Aprovechamiento de Simetrias

(Prop. 38) [VI/GPG(Z), (o4, V) es G—equiv.} y {V,u, O{ox, ) = (o*,uc)]

Al simetrizar modelos shallow aparece naturalmente P¢(Z) (y no P(£°)).
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- ffm Aprovechamiento de Simetrias

(Prop. 38) [VVGPG(Z), (o4, V) es G—equiv.} y {V,u, O{ox, ) = (o*,uc)]

Al simetrizar modelos shallow aparece naturalmente P¢(Z) (y no P(£°)).
Proposicion 40 (DA, FA y EA en el contexto MF). Sea R: P(Z) — R.

RE(n) = | R(Mg#u)dra(e), R™(u) = R(u) y R%(n) = R(u")

Son todos G-invariantes.
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- ffm Aprovechamiento de Simetrias

(Prop. 38) [Vz/ e PC(Z), (0,v) es G—equiv.} y {V,u, O{ox, ) = (o*,uc)]

Al simetrizar modelos shallow aparece naturalmente P¢(Z) (y no P(£°)).
Proposicion 40 (DA, FA y EA en el contexto MF). Sea R: P(Z) — R.

RE(n) = | R(Mg#u)dra(e), R™(u) = R(u®) y R%(n) = R(u*

Son todos G-invariantes.

Proposicion 42 (Minimizacién de DA y FA) i RO
inf RS(u)= inf RFA(u)= inf R " V
/_LEIP(Z) ('u) ;LEIP(Z) (M) ye’})G(Z) ('u) !

G

)
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- ffm Aprovechamiento de Simetrias

(Prop. 38) [Vz/ e PC(Z), (0,v) es G—equiv.} y {V,u, O{ox, ) = (o*,pc)]

Al simetrizar modelos shallow aparece naturalmente P¢(Z) (y no P(£°)).
Proposicion 40 (DA, FA y EA en el contexto MF). Sea R: P(Z) — R.

RE(n) = | R(Mg#u)dra(e), R™(u) = R(u) y R%(n) = R(u")

Son todos G-invariantes.

Proposicion 42 (Minimizacién de DA y FA) i RO
inf RS(u)= inf RFA(u)= inf R " V
;LEI’P(Z) ('u) ;LEIP(Z) (M) ye’})G(Z) ('u) !

P4(2) P(2)

REA(W)= inf  R(w) <> inf  R(u) en general...

Por su parte, inf
reP(Z) REP(EC) HEPE(Z)
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fcfn Resultados Extra (Opcional)

Los siguientes resultados son extensiones de resultados conocidos en la
literatura. Hablan de los limites de asumir que w es G-invariante.

i Qué pasa si asumo simetria con respecto al grupo incorrecto?
Para m € Po(X x )) y loss cuadrdtica, se define el gap de simetrizacion:
A(f,Q6f) = R(F) = R(Qf) = Ex[l|Y = F(X)II3] — Ex[|Y — (Q&f)(X)3]
Generalizacién de resultados de (EZ'21,HLV’23)

Lema 10: Si 7y € P¢(X), pero 7 sélo es H-invariante para H < G:
A(f,Q6F) = =2(F*, g ) 2 yima) T 1 | T2 (2 i)
Si ademas m € PC(X x ), entonces A(f,Q¢f) = ||fé_||%2()(,y;7rx) >0

iQué tan cerca esta R de ser simétrico? (aplicacién de (CDH’19))

(Prop. 44)[ przcﬁftz ] = lMS;?Z)IR(u)—RG(u)I <C /(; Wl(g#wm)dkc(g)]

Explorar nociones de simetria mds generales queda para trabajo futuro.
[} [ = =
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Simetrias en la Dindmica de Entrenamiento

Recordemos que tenemos X',) y Z Hilbert separables; G compacto tal
que: GC, X, GCy Zy GGy YV, y la activacion o, : X x Z — Y
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Dinamica de Entrenamiento

Recordemos que la dinamica MF de entrenamiento (DD) estd dada por:

O¢pir = <(t) [diV((DuR(Mta )+ TVr) pe) + BA:]
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- fefm Dinamica de Entrenamiento

Recordemos que la dinamica MF de entrenamiento (DD) estd dada por:
Oepe = <(£) [div ((DuR(pe, ) +7Vor) pe) + BA1e]

Teorema (WGF es G-invariante). Sea R:P(Z)— R convexo y C*.

Sea R G-invariante, con WGF bien definido y tnica solucién débil (p¢)¢>0-

Si la c.i. cumple g € PS(Z) entonces: c.t.p. Vt >0, u; € PE(2)
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- fefm Dinamica de Entrenamiento

Recordemos que la dinamica MF de entrenamiento (DD) estd dada por:
Oepe = <(£) [div ((DuR(pe, ) +7Vor) pe) + BA1e]

Teorema (WGF es G-invariante). Sea R:P(Z)— R convexo y C*.

Sea R G-invariante, con WGF bien definido y tnica solucién débil (p¢)¢>0-

Si la c.i. cumple g € PS(Z) entonces: c.t.p. Vt >0, u; € PE(2)

Este resultado general es aplicable en todos los casos de dindmica de entrenamiento que
se encuentran en la literatura (con y sin regularizacién, diferentes learning rates, etc.).
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-~ fefen Dinamica de Entrenamiento

Recordemos que la dinamica MF de entrenamiento (DD) estd dada por:
Oepe = <(£) [div ((DuR(pe, ) +7Vor) pe) + BA1e]

Teorema (WGF es G-invariante). Sea R:P(Z)— R convexo y C*.

Sea R G-invariante, con WGF bien definido y tnica solucién débil (p¢)¢>0-

Si la c.i. cumple g € PS(Z) entonces: c.t.p. Vt >0, u; € PE(2)

Este resultado general es aplicable en todos los casos de dindmica de entrenamiento que
se encuentran en la literatura (con y sin regularizacién, diferentes learning rates, etc.).

Corolario (Caso regularizado). Sean Ry r G-invariantes y 7,3 > 0.
= R™A(u) = R(u)+7 [ rdu+ BHx\(u) es G-invariante.
= Sijpg € PS(Z)y up densidad de iy => c.t.p. Vt >0, ur = [ us(Mg.)dA¢(g)
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-~ fefen Dinamica de Entrenamiento

Recordemos que la dinamica MF de entrenamiento (DD) estd dada por:
Oepe = <(£) [div ((DuR(pe, ) +7Vor) pe) + BA1e]

Teorema (WGF es G-invariante). Sea R:P(Z)— R convexo y C*.

Sea R G-invariante, con WGF bien definido y tnica solucién débil (p¢)¢>0-

Si la c.i. cumple g € PS(Z) entonces: c.t.p. Vt >0, u; € PE(2)

Este resultado general es aplicable en todos los casos de dindmica de entrenamiento que
se encuentran en la literatura (con y sin regularizacién, diferentes learning rates, etc.).

Corolario (Convergencia Global). Sea R G-invariante y (ut)¢>0 su WGF.

W yd -
1o €PC(Z) y e j ,uoo] = [,Uoo €PC(Z)yes optlmo]
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- fefm Dinamica de Entrenamiento

Teorema (WGF respeta a £¢). Sean Ry r G-invariantes. Sea 3 = 0.
Sea (put)r>0 la (Gnica) solucién de la SDE de McKean-Vlasov de R™0.

Si la c.i. cumple o € P2(EC) entonces: c.t.p. ¥t >0, u; € P2(£°)

=] = = = == DA

Simetrias en NNs: MF View Simetrias en la Dindmica de Entrenamiento 25 de marzo de 2024 30 /39




- fefm Dinamica de Entrenamiento

Teorema (WGF respeta a £¢). Sean Ry r G-invariantes. Sea 3 = 0.
Sea (put)r>0 la (Gnica) solucién de la SDE de McKean-Vlasov de R™0.

Si la c.i. cumple o € P2(EC) entonces: c.t.p. ¥t >0, u; € P2(£°)
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- fefm Dinamica de Entrenamiento

Teorema (WGF respeta a £¢). Sean Ry r G-invariantes. Sea 3 = 0.
Sea (put)r>0 la (Gnica) solucién de la SDE de McKean-Vlasov de R™0.

Si la c.i. cumple 19 € P2(£°) entonces: c.t.p. Vt >0, ur € Po(E°)

Cor. Si Z=£° cumple (C.T.), el
WGF de R|P(8G) satisface
convergencia global.
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Simetrias en NNs: MF View

Dindmica bajo Aprovechamiento de Simetrias

iCémo se ve el WGF de R:P(Z) — R cuando usamos DA, FA y EA?
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Dindmica bajo Aprovechamiento de Simetrias

iCémo se ve el WGF de R:P(Z) — R cuando usamos DA, FA y EA?

Corolario (Dindmicas DA y FA). Sea R:P(Z) — R convexo y Ct.
Cuando los WGF de R4y RS estan bien definidos:

Si ambos inician en 1o € P5(Z), entonces coinciden Yt > 0.
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Dindmica bajo Aprovechamiento de Simetrias

iCémo se ve el WGF de R:P(Z) — R cuando usamos DA, FA y EA?

Corolario (Dindmicas DA y FA). Sea R:P(Z) — R convexo y Ct.
Cuando los WGF de R4y RS estan bien definidos:
Si ambos inician en 1o € P5(Z), entonces coinciden Yt > 0.

i.e. Si R es G invariante, su dindmica coincide con la de R4,
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Dindmica bajo Aprovechamiento de Simetrias

iCémo se ve el WGF de R:P(Z) — R cuando usamos DA, FA y EA?

Corolario (Dindmicas DA y FA). Sea R:P(Z) — R convexo y Ct.
Cuando los WGF de R4y RS estan bien definidos:

Si ambos inician en 1o € P5(Z), entonces coinciden Yt > 0.

i.e. Si R es G invariante, su dindmica coincide con la de R4,
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Dindmica bajo Aprovechamiento de Simetrias

iCémo se ve el WGF de R:P(Z) — R cuando usamos DA, FA y EA?

Corolario (Dindmicas DA y FA). Sea R:P(Z) — R convexo y Ct.
Cuando los WGF de R4y RS estan bien definidos:
Si ambos inician en 1o € P5(Z), entonces coinciden Yt > 0.

i.e. Si R es G invariante, su dindmica coincide con la de R4,

i Como se compara el WGF de REA con el
de R|pgc)? iExiste algin resultado de
coincidencia de dindmicas?
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Conclusiones y Trabajo Futuro
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Conclusiones

Logros Principales

= Entender y describir en amplia generalidad tanto el limite MF de NNs
como las técnicas de aprovechamiento de simetrias mas comunes.
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Conclusiones

Logros Principales

= Entender y describir en amplia generalidad tanto el limite MF de NNs
como las técnicas de aprovechamiento de simetrias mas comunes.

= Demostrar extensiones de resultados conocidos para unificar el setting.
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Conclusiones

Logros Principales

= Entender y describir en amplia generalidad tanto el limite MF de NNs
como las técnicas de aprovechamiento de simetrias mas comunes.

= Demostrar extensiones de resultados conocidos para unificar el setting.

= Generalizar razonablemente las ideas de EA, DA y FA al contexto MF.
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. fefn Conclusiones

Logros Principales

= Entender y describir en amplia generalidad tanto el limite MF de NNs
como las técnicas de aprovechamiento de simetrias mas comunes.

= Demostrar extensiones de resultados conocidos para unificar el setting.
= Generalizar razonablemente las ideas de EA, DA y FA al contexto MF.

= Describir precisamente P¢(Z), P(£€) y sus propiedades principales.
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fefrn! Conclusiones

Logros Principales

Entender y describir en amplia generalidad tanto el limite MF de NNs
como las técnicas de aprovechamiento de simetrias mas comunes.

Demostrar extensiones de resultados conocidos para unificar el setting.
= Generalizar razonablemente las ideas de EA, DA y FA al contexto MF.
= Describir precisamente P¢(Z), P(£€) y sus propiedades principales.

Comprender de buena manera los funcionales G-invariantes: cémo
deben ser sus 6ptimos y sus WGF. “La G-invarianza se preserva”
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- ffm Conclusiones

Logros Principales

= Entender y describir en amplia generalidad tanto el limite MF de NNs
como las técnicas de aprovechamiento de simetrias mas comunes.

= Demostrar extensiones de resultados conocidos para unificar el setting.
= Generalizar razonablemente las ideas de EA, DA y FA al contexto MF.
= Describir precisamente P¢(Z), P(£€) y sus propiedades principales.

= Comprender de buena manera los funcionales G-invariantes: cémo
deben ser sus 6ptimos y sus WGF. “La G-invarianza se preserva”

= Entender las limitantes de P(£€); y la estrecha relacién entre DAy FA.
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fcfmn! Conclusiones

Logros Principales

= Entender y describir en amplia generalidad tanto el limite MF de NNs
como las técnicas de aprovechamiento de simetrias mas comunes.

= Demostrar extensiones de resultados conocidos para unificar el setting.
= Generalizar razonablemente las ideas de EA, DA y FA al contexto MF.
= Describir precisamente P¢(Z), P(£€) y sus propiedades principales.

= Comprender de buena manera los funcionales G-invariantes: cémo
deben ser sus 6ptimos y sus WGF. “La G-invarianza se preserva”

= Entender las limitantes de P(£€); y la estrecha relacién entre DAy FA.

= Explicitar interrogantes que, en un inicio, parecian etéreas.
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- ffm Preguntas Abiertas

Ventajas de la reduccién de dimension/aprovechamiento de simetria
» ;Qué se gana cuantitativamente al reducir el problema a £¢ 0 a G\ Z?

i Qué se gana por usar DA, FA o EA al entrenar? jCudl es preferible?

iBajo qué condiciones sobre G C Z y R existe un éptimo en P(£°)?
i Coémo se extiende canénicamente a todo Z (o al menos G\ Z)?

Si £C es universal: i Se parecen los éptimos restringidos a los normales?

v
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- ffm Preguntas Abiertas

Ventajas de la reduccién de dimension/aprovechamiento de simetria
» ;Qué se gana cuantitativamente al reducir el problema a £¢ 0 a G\ Z?

= jQué se gana por usar DA, FA o EA al entrenar? j Cudl es preferible?
= ;Bajo qué condiciones sobre G Z y R™? existe un éptimo en P(£¢)?
i Coémo se extiende canénicamente a todo Z (o al menos G\ Z)?

= Si £C es universal: ;Se parecen los 6ptimos restringidos a los normales?

v

Resultados Experimentales

= jPodemos comprobar nuestros resultados empiricamente?

= jQué insights practicos podemos obtener desde los resultados tedricos?
v
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5 Preguntas Abiertas

Ventajas de la reduccién de dimension/aprovechamiento de simetria
» ;Qué se gana cuantitativamente al reducir el problema a £¢ 0 a G\ Z?

= ;Qué se gana por usar DA, FA o EA al entrenar? jCudl es preferible?

= ;Bajo qué condiciones sobre G Z y R™? existe un éptimo en P(£¢)?
i Coémo se extiende canénicamente a todo Z (o al menos G\ Z)?

= Si £C es universal: ;Se parecen los 6ptimos restringidos a los normales?

v

Resultados Experimentales

= jPodemos comprobar nuestros resultados empiricamente?

= ;i Qué insights practicos podemos obtener desde los resultados tedricos?
v

Teoria Mean Field de Redes Neuronales

= ;Es la universalidad compatible con que se alcance el infimo?

= ;Qué arquitecturas interesantes pueden modelarse en el setting
shallow? ;Qué tan factible es tener universalidad con ellos?

= ;Estudio de simetrias en el CLT? ;Extensién al caso Multicapa?

v
TR T T T E TS R G
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- ffm Propiedades Extra

Linear Functional Derivative
Es una funcién: 3—5 P(2)x Z—-Rtq:

Vv € P(Z), lim (G h)MJ;hV) — R(p)

OR
= [, 5 0= @)

y que cumple: / @(M,G)du(e) =0
z Op

AR :peP(2)— g—ﬁ(u,-) se le conoce como la primera variacién de R
en /.

Derivada Intrinseca

Si ‘3—5 :P(Z) x Z — R existe y es diferenciable en su segundo argumento;

la derivada intrinseca se define como:

OR
D,R(u,0) =V | —=—(u,0
R (1, 0) "(au(“ ))

=] = = = == DA
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En el caso del problema de Aprendizaje:

g—ﬁ(u,e) = Ex [(V1€((0(X; ), 1), ¥),0(X: 0))y | + (cte no dep. de 2)

DuR(p,0) = Ex [Vo.(X; ). V1((0:(X;-), 1), Y]

Ser C!
R:P,(Z) — R se dice de clase C! si ‘g—’:(u,-) estad bien definida y es

acotada para cada p € Pp(Z); y ademas(u,z) € Pp(Z2) X Z +— Bu R(u,z) es
continua.

Lema Subgradiente
Si R:Py(Z) — R es convexa y de clase C1. Entonces Yy, u' € Py(2):

RO = R = [ 57 n.2)d0 - (@)
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Propagacion de Caos (version LGN)

t t
vt >0, (QILENJ ,...,GkE’VJ ) es put-cadtico. i.e. Vj € N*, Ley(e}"’tJ,...,o}’VfJ)N:> (1)
— 00

EET T O oo WX

Figura: Distribucién de pardmetros en el limite de ancho infinito de NNs
Ejemplo clasico: SGD con regularizacién

. .. j.i.d.
Para la iteracién de forma (con 7,3 > 0, B € N*, kS

" i N(0,Idz) y r: Z—=R):
0 =0f —s (%Zalms“(xf), Yf)ve,.(a*m-k;e,-k)>+rve,r(ef‘)> +/28sp'¢r
El limite MF correspo:uzii al WGF de: R™8(p) := R(p)+7 [ rdp+ BHx ().
i.e. Orpr = s(t) [div((DuR(pe, ) +7Vor) ut) + BAut] o, equivalentemente:
dZy =¢(t) [— (DuR(pt, Zt) +7Vgr(Z:)) dt + \/ﬁdBt} con pt=Ley(Zt)y (Bt)i>o MB
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Propiedades Extra

Teorema (Disipacion de Energia y Convergencia) (HRSS'19,CRW’22)
Sea (ut)r>0 el WGF de R™P. Bajo (C.T.), se tiene que Vt > 0:

SR () = —(1) [
7.8

Ademas, Wh(pue, u”) —— 0, donde 11;™" es el dnico minimo de R™5.
o0

2
DuR(ue2) +79r(2)+ 5-2%(2)| - due(2)
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Proposicién 24

Dado i € Pp(Z), la funcién v € Pp(Z) — Wp(v, 1) es convexa y continua.
Si Z=RP, up< Ay p>1, es de hecho estrictamente convexa.

Si G Cy Z ortogonalmente, la funcion W, : Pp(Z) x Pp(Z) = R es
(conjuntamente) G-invariante.

Proposicién 25
Si € s.e.v. cerrado de Z con proyeccién ortogonal Pg y 11 € Pp(2);
entonces:
(1) Pl‘f(Z) y PE(Z) son subespacios cerrados y convexos de Pp(Z).
® 1° €PL(2)y u® € PF(2)
© ¢ es una proyeccién de p en Pg(Z); en el sentido de que minimiza
Wp (1, -) sobre P,f(Z). Si Z=RP, << Ay p>1, entonces es la
Gnica tal proyeccién.
o MEPE(Z) < pu=pC and ,uGP,f(Z) = pu=uf

= = e
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Propiedades Extra

Lema 13
Se sabe que: PE°(2) CPE(2) y Ve P(2), 1 = (u€)° = (u%)©.

Proposicién 26
SiZ=RPyuecP(2)tqu<<A (con densidad u: Z = R,):
« uE° tiene densidad c/r a Age := Pec# ) (restringido a £©)).
= 1€ € PC(2) tiene densidad u® := [cuoMydA\g(g) c/ra \. En
particular: 1 € P¢(Z) <= u es G-invariante (A— c.s.)
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X,Y y Z Hilbert y G grupo lcsH tal que Gy X, GCy 2, GCy ).
Proposicién (Derivada de Funciones Equivariantes)

Sea f: X x Z — Y G-equivariante y Fréchet-diferenciable en su primer
argumento; entonces:

Vge G, Vxe X, Vze Z, Dif(xg-x,Xg-2) = )V(‘E‘,,.Dxf(x,z)xg_1

Proposicién (Integral de Funciones Equivariantes)

SeapeP(Z)yseaf: X xZ—) G-equivariante y Bochner integrable
en su segundo argumento c/r a W, entonces:

Vx € X, Vg € G, Xg{f(x;-), 1) = (F(xgx:i-), Xg#Ht)

Por la cerradura de los espacios, si (¢¢)e>0 € Pp(Z) es un flujo de
medidas tal que Wp(fit, f1+) — 0 para algdn p, € Pp(2), entonces:
o0

= Cuando (Mt)tZO - PE(Z). M € Ppc(z)
= Cuando (p¢)r>0 C P,f(Z). M € P,f(Z)
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Propiedades Extra

Con >0, la entropia obliga a tener densidad c/r a A — NO se cumple lo mismo.

Esto se resuelve proyectando el ruido del entrenamiento a £:

Ot =0f — s (alg(q)év(xk)v Yi) Vo, (04 (Xk; 05)) +TV9,T(9,{()) +/2rs) Pectf

Teo. La DD proyectada respeta a £:
|10 € Pa(E) = (e)ez0 © P2(£°)
jTrampa! La DD est3 siendo forzada a seguir en £C.

Cor. Si Z =£€ cumple (C.T.), el WGF de

R ;’éc) satisface convergencia global.
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Standard Assumptions on shallow NNs

@ XV=RY Y=Ry Z=R*b xRI*P x Rb.
® o, . XxZ—Y esdelaforma:

Vo= (W, A B) € Z;¥x € X, 0.(x;0) = o(W)o (AT x + B)

con 0 : R — R aplicada pointwise y ¢ : R — [—M, M] una funcién de
truncacién, con M < +oc0. o'y ¢ son al menos C*.

© 7 c 'Pz(X X y)

O /:)Y x)Y — R convexa, suave, y cumple £ > 0.

@ Sea R:P(Z) — R dado por Vu € P(2),
R(n) = Ex[t({o- (X, ), 1), Y)].

=] = = = == DA
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Resultado
Si ademas:
» Vo€ Z, 0.(,0) € L%(n|x) y
3C>0,V0 € Z, |lou(+,0)| 2(x] ) < C(1+ |6|2). Entonces
R:P(Z)— R es convexo, Cl.
= Sil(y,y)=|ly — |13 (cuadrética), r(0) = ||0||? (cuadrética), y o y ¢
tienen derivadas acotadas hasta el orden 4. Entonces:
. DﬁRT tiene 2-norm acotada, haciendo D, R"(-,z) Wi-Lipschitz de
constante MR7, = (¢ lloo + 1]l oo 0" loo (1 + [ Ix P (6)) /2.
= Por acotamiento de o y ¢, se tienen las cotas de Lipschitz para R.
Por acotamiento de ¢ y que 7 € Po(X x )), hay Uniform LSI con
0 =Texp(=2(Ex[[|YII]+ [lelloo)llsplloo) -
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